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I Introduction

• Singularités des chaines cinématiques

• Génération automatique des équations de

la dynamique

• Stabilité des systèmes: stabilités statique

et dynamique

⇓

• Théorie des groupes de Lie

• Théorie des singularités d’applications

• Systèmes dynamiques et géométrie (sym-

plectique, riemanienne, . . . )
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II Groupes de Lie et cinématique des

systèmes

• cinématique
dualité⇒ dynamique

• espace des configurations d’un solide

⇓
espace homogène S sans point fixe opéré

par ID (groupe de Lie)

⇓
calcul différentiel intrinsèque dans S ou

dans ID (aspects lagrangien ou eulérien)

⇓
formation des objets de la mécanique

(déplacements, vitesses, accélérations,

déformations,. . . ) sans introduire de

repères, des bases ou des coordonnées
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Généralisation aux systèmes (liaison ⇔ sous-

groupe de ID)

⇓

chaine cinématique ⇔ famille (X1, . . . , Xn) de

vecteurs de l’algèbre de Lie

⇓

configuration quelconque ⇔ famille Y1(q), . . . , Yn(q)

telle que pour tout k = 1, . . . , n:

Yk(q) = Ad(exp(q1) ◦ . . . ◦ exp(qk))Xk

⇓

configuration singulière ⇔ q = (q1, . . . , qn) tel

que rang (Y1(q), . . . , Yn(q)) non maximal
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Ce qui a été fait: théorie des mécanismes

• Etude de V = {q | exp(q1X1)◦. . .◦exp(qnXn) =

id}

• Théorie des singularités d’applications différentiables:

⇓

• Théorèmes de transversalité

• Géométrie analytique: calcul du cone tan-

gent C0V à une singularité (en 0):

n∑
k=1

xkXk = 0 →
∑
l<k

xkxl[Xl, Xk] ∈ F

linéaire (espace vectoriel) → non linéaire

(algèbre de Lie)

• Classification exhaustive des singularités
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Bilan

Calcul dans un groupe de Lie + Théorie des

singularités

⇓

résolution d’un vieux problème (100 ans)

Problèmes ouverts types

• Classification des singularités des robots

parallèles

⇓
intersections de singularités

• Prise en compte des jeux dans les liaisons

⇓
déformation de singularités
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III Groupes de Lie et génération

automatique des équations

calcul intrinsèque des objets de la

cinématique

dualité ⇓ (comoment)

efforts: vecteurs du dual de l’algèbre de Lie,

inertie: opérateur de l’algèbre de Lie

⇓

écriture intrinsèque et explicite des

équations de la dynamique

+

repères de l’espace ⇔ bases de l’alg. de Lie

⇓
calcul matriciel → calcul formel

⇓
génération automatique des équations (et

même traitement numérique)
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Ce qui a été fait: milieux curvilignes

• Modèle général (σ, t) 7→ D(σ, t)

• équations intrinsèques

T c = ρHr(v̇c) + [vc, ρHr(vc)]

−[ec,Θc]− ∂Θc

∂σ
T c
0 = Θc(0) , T c

l = −Θc(l)

• algèbre de dimension 6 ⇒ 6 EDP incal-

culables à la main
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Bilan

Calcul dans un groupe de Lie

⇓

écriture des équations intrinsèques et

explicites (1 par solide ou PPV)

Quelques voies possibles

• logiciel intelligent de génération des équations

des systèmes ⇒ utiliser les règles de cal-

cul et de simplification dans les algèbres

de Lie

• intégration numérique des non-linéarités

⇒ formule de Campbell-Hausdorf
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III Stabilité sous chargement non

conservatif

• Structure Linéaire Elastique

• Efforts quelconques, λ paramètre de charge-

ment

• Dimension finie

⇓

MẌ + K(λ)X = 0

M symétrique > 0, K(λ) quelconque

⇒ Stabilité de la position 0 ?
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Bilan

1) cas conservatif (K(λ) symétrique)

critère statique: stabilité si det(K(λ) > 0

critère dynamique: (faible) stabilité si racines

de det(−ω2M + K(λ)) = 0 réelles > 0

⇓

si le système est conservatif (K(λ) symétrique),les

deux critères cöıncident et l’instabilité est obtenue

pour det(K(λ)) = 0

⇓
Trois conséquences cruciales

• critère indépendant de la répartition de

masse

• stabilité de la structure → stabilité de toute

sous-structure

• dissipation → stabilité de la structure
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2) cas non conservatif (dissipatif ou pas)

linéaire

⇓
analyse spectrale → critère de

Routh-Hurwitz

• critère dépendant de la répartition de masse

• stabilité de la structure 6→ stabilité de toute

sous-structure

• dissipation 6→ stabilité de la structure

⇓

critère dynamique meilleure que critère sta-

tique

3) non linéarité

• systèmes dynamiques

• géométrie symplectique
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Un petit exemple simple: Force suiveuse

λ = F et K = K(θ1, θ2, F ) avec

K =

(
2k − Fl cos(θ2 − θ1) −k + Fl cos(θ2 − θ1)

−k k

)

det(K(θ1, θ2, F )) = k2 > 0 ⇒ échec du critère

statique

⇒ structure statiquement stable ∀F !?

⇓
Instabilité dynamique

apparition de l’instabilité ⇔ fréquence double

(flottement)
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Influence de la répartition des masses

• (Bamberger) pour une distribution de masse

uniforme: β = 2.54

• (Son,Ziegler) pour deux masses concentrées

identiques m au milieu des deux barres:

β = 3

• pour deux masses concentrées identiques

m en A1 et A2: β = 2

stabilité des sous-structures

cas θ2 = 0 l’instabilité statique ⇔ instabilité

dynamique ⇒ β = 2

⇓

(masse répartie) 2 < β < 2.54 structure stable

mais sous-structure instable!!!
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proposition

Nouveau critère statique: la structure est

statiquement stable si K(λ)(non symétrique)

définie positive (perturbation mixte de l’équilibre)

⇓

• plus d’échec du critère statique

• exemple force suiveuse: Fs < Fd

• pas de problème de stabilité (statique) de

sous-structures

• lien partiel avec la stabilité dynamique:

K(λ) est définie positive→ coefficients de

det(xM + K(λ)) > 0
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Problèmes ouverts types

• géométrisation du concept de perturba-

tion mixte

• lien critères statique et dynamique

• lien nouveau critère statique et non-linéaire

• perturbation antisymétrique d’un opérateur

• géométrisation des forces non conserva-

tives: connexion avec torsion,. . . ?
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IV Conclusion

• cinématique: théorie des singularités +

groupes de Lie

• dynamique : calculs formel et numérique

+ groupes de Lie

• stabilité: géometrie, systèmes dynamiques

+nouveau critère ⇒ partie symétrique Ks

de K
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